Capitolo 3

Le Matrici

Soluzioni Esercizi

Esercizio 3.5.1 Eseguire i seguenti prodotti:

DG )

a —b
(a b) <a2—b2 a2—b2>
—b .
b a az_p2 a2ﬁb2

Soluzione Esercizio:
1 2 1 -1\ [(1-2 —-142
3 4 -1 1) \3—-4 -3+4
7 14 -7
(e o= (13
(a b) (aza_bz az__bb2> _ (
b o)\ =%
Esercizio 3.5.2 Eseguire i seguenti prodotti:

1 2 —1) o
-1 1
(0 1 4 0 1
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Soluzione Esercizio:

12 -1 _11 _11 _(1-240 —-142-1\_(-1 0

01 4 o 1) \0=1+40 0+144 ) -1 5)°
Lo=1\ /1 o 4 1 2-1 -1-4 1 1 -5
-1 1 ( ) 4): -1 —2+1 1+4 |=[-1 -1 5
0 1 0 1 4 0 1 4

Esercizio 3.5.3 Siano date le seguenti matrici:

A=(1 0 -1),B=|[ 2

Eseguire i prodotti AB e BA se possibile

Soluzione Esercizio: Abbiamo che A € RY3, mentre B € R%!;

quindi:
1 2 -2
AB = (1-140-24+(—1)-(=2) = (3) € R, BA=|0 0 0
-1 -2 2

Esercizio 3.5.4 Quali condizioni devono soddisfare le matrici A, B,C
affinché il seguente prodotto sia eseguibile: A(BC)?

Soluzione Esercizio: Siano: A € R™" B ¢ R%' e C € R%?.
Perché si possa fare il prodotto BC', dovremo avere t = u, e si avra che
BC € R*". Per poter eseguire il prodotto A(BC'), dovra quindi essere
n=s.

Esercizio 3.5.5 Dal terzo prodotto dell’Esercizio 3.5.1, si puo dedurre
che ogni matrice simmetrica in R??2 & invertibile?
Soluzione Esercizio: Vedi Libro.

Esercizio 3.5.6 Risolvere la seguente equazione matriciale: AX = B,
cioe determinare la matrice incognita X che verifica I'uguaglianza, ove:

31 . 2
A=12 1 eR?”?,X—( )6R2>1;B— 1| eR¥L
17 y 6
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3 1
Soluzione Esercizio: Il sistema AX = Bequivalea | 2 1 (m)
1 7

Y
2 3 1 3z +y
1].0raAB=1]2 1 <$) = | 2 +y |, quindi ’equazione ini-
6 17 T+ Ty
3z +y 2
ziale diventa | 2z +y | = [ 1 |. Abbiamo due matrici di R*! che
T+ Ty 6

devono essere uguali, percio dovranno essere uguali le entrate delle po-
sizioni corrispondenti, ossia dovranno verificarsi tutte e tre le seguenti
equazioni: 3x +y = 2,2x +y = 1,2 + Ty = 6. 1l che equivale a risolvere
il seguente sistema lineare:

3z +y=2
20 +y=1
r+T7y==6
Dalle prime due equazioni si ricava semplicemente che x =1 e y = —1,

ma questi due valori non sono compatibili con la terza equazione. Quindi
non esistono valori di x e di y che risolvano ’equazione data.

Esercizio 3.5.7 Dimostrare che ogni matrice quadrata A € R™" che sia
invertibile e tale che A% = I, deve essere uguale alla propria inversa.

Soluzione Esercizio: Vedi Libro.

Esercizio 3.5.8 Verificare che la matrice A = <§ _21> € R%?? ¢
soluzione dell’equazione matriciale A2 — A — 81 = O.

Soluzione Esercizio: Vedi libro.
Esercizio 3.5.9 Siano A € R™" B € R™". Verificare che da AB = O
e BA = O non si puo dedurre che AB = BA.

Soluzione Esercizio: Vedi libro.

Esercizio 3.5.10 Stabilire se esistono valori del parametro reale k tale

1 0 k
che la matrice A= | k& 0 0 | sia idempotente (cioe che valga A% =
1 0 0
A).
Soluzione Esercizi20: Controlliamo nel nostro caso:
1 0 k 1+k 0 k
A2=| k 0 0 = k 0 k2
1 0 0 1 0 k

1 0 k
e questa e ugualea [ & 0 0 | seesolosek=0. Dunque A2 = A,
1 0 0
cioe A ¢ idempotente, se e solo se k = 0.
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Esercizio 3.5.11 Verificare che se AB = A e BA = B allora A &
idempotente.

Soluzione Esercizio:

Dobbiamo provare che A2 = A. Scriviamo A% = AA che per la prima
ipotesi ¢ AA = (AB)A, per la proprieta associativa (AB)A = A(BA).
Ora per la seconda ipotesi A(BA) = AB. Infine AB = A.

Mettiamo assieme tutto: A2 = AA = (AB)A = A(BA) = AB = A.

Esercizio 3.5.12 Dimostrare che se A € R™" allora A+!A & una matrice
simmetrica.

Soluzione Esercizio: Sia B = A+ !A. B = (bij)ij=1,.n =
(@ij)ij=1,n + (a5,i)ij=1,..n = (@ij + az;). Quindi b; = a;; + a;;
e ij' = Qi+ Q- Dunque b@j = bjﬂ‘.

Esercizio 3.5.13 Considerare I'insieme 7, delle matrici triangolari
alte in R™" e quello D, , delle matrici diagonali in R™". Dimostrare
che (7,1, +,°) € (Dnn, +,-) sono anelli, e il secondo ¢ commutativo.

Soluzione Esercizio: Per dimostrare che sono gruppi commutati-
vi rispetto alla somma basta provare che sono entrambi chiusi rispetto
all’operazione di somma e prodotto per scalari, dopodiché le proprieta
della struttura di gruppo commutativo rispetto alla somma seguono dal
fatto che (R™™, +,-) & un gruppo commutativo rispetto alla somma.

Verifichiamo che 7!, sia chiuso rispetto alle operazioni di somma e
prodotto per scalari. Una matrice reale quadrata (a; ;)i j=1,....n appar-
tiene a 7', se a; j = 0Vi > j. La somma di due matrici si fa sommando
le entrate corrispondenti, quindi se sommiamo due matrici di 7,;',, tra
loro esse avranno tutti gli elementi sotto la diagonale nulli e nella ma-
trice somma non sara possibile avere elementi sotto la diagonale diversi
da zero. Analogamente la moltiplicazione per scalari: siano a € R,
(aij) € T3, abbiamo a(a;;) = (aai;), Vi,j = 1,...,n. Quindi se
ai; = 0 per ¢ > j anche aa; ; =0 per ¢ > j.

La prova che D, , & chiuso rispetto alla somma di matrici e alla
moltiplicazione per scalari ¢ analoga a quella di 7,,, solo che gli elementi
nulli nella matrice saranno tutti quelli con i # j.

Ora controlliamo le altre proprieta dell’essere un anello.

L’elemento neutro del prodotto tra matrici ¢ la matrice identita che
appartiene sia a 7,7, che a (Dp pn, +, ).

Ora per controllare le altre due proprieta dell’essere un anello basta

di nuovo verificare che sia 7,¢,, che (D, n,+,-) siano chiuse rispetto al
prodotto tra matrici.
Siano A = (am)hj:l,“,,n e B = (bi,j)i,jzl,...,n due matrici triangolari,
quindi con a; j € b@j nulli se 7 > ] Sia, pOi C = (Ci,j)i,jzl,...,n = AB.
L’elemento ¢; ; = a;,1b1,; + -+ + a;,nbn,j, quindi ogni volta che ¢ > j si
ha che a1 ,...,a;-1; = 0 ed inoltre che b; ;,...,b, ; = 0 dunque ¢; ; =0
per ogni i > j.
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Per provare che le matrici diagonali sono chiuse rispetto al prodotto di
matrici basta ripetere questo ragionamento appena fatto con i < j.
Ora resta da controllare che D,, , sia commutativo. Siano A =
(@i ;)i j=1,..n € B = (bi;)ij=1,..n due matrici diagonali, quindi con
a;; e b;; nulli se ¢ # j. Sia poi C' = (¢;5)ij=1,..n = AB. Di nuo-
vo ¢ij = a;1bi; + - + a;nbn ;. Essendo A, B diagonali si ha che
a;; = b;; = 0 ogni volta che ¢ # j. Quindi ¢;; = a;;b;;. Ora
a; jbi; = b;ja;; in quanto prodotto per scalari. Percio AB = C =
(ij)ij=1,.n = (@i jbij)ij=1,..n = (bijCi)ij=1,..n = BA.

Esercizio 3.5.14 Supponiamo di voler acquistare n diversi tipi di merci,
diciamo bj, 7 = 1,...,n unita di ciascuna di esse. Abbiamo a disposi-
zione m negozi ove effettuare I’acquisto, e sia a;; il prezzo unitario della
j-esima merce effettuato nell’i-esimo negozio. Con quale operazione ma-
triciale possiamo ottenere i costi totali cq,...,c,, della nostra spesa a
seconda del negozio scelto?

Osserviamo che il minimo tra i ¢; ci dira in quale negozio sia piu
conveniente effettuare ’acquisto.

Soluzione Esercizio: L’operazione matriciale da impostare & la
seguente:
a1 v Qg b1

Esercizio 3.5.15 * Un giardiniere di Keukenhof deve programmare le
aiuole di tulipani per I’anno venturo. Ha deciso di combinare tre specie
diverse a, b, ¢ di tulipani nella medesima aiuola. Della specie a possiede in
magazzino x, bulbi, della specie b ne possiede z; e della specie ¢, x.. Di
tutte e tre le specie ne aveva seppelliti y4, yp, Y. ’anno precedente, esse a
fine stagione daranno approssimativamente 2y,, 6y, 8y. bulbi ciascuna.
Supponiamo che il giardiniere voglia utilizzare 2/3 dei bulbi in magazzino
e 1/4 dei bulbi che avra a fine stagione. Supponiamo inoltre che le
proporzioni con cui voglia utilizzare i bulbi a, b, ¢ siano 'una il doppio
dell’altra (ossia i bulbi ¢ il doppio dei bulbi b, e i bulbi b il doppio dei
bulbi a). Quale operazione matriciale deve impostare il giardiniere per
sapere quanti bulbi dovra usare I’anno prossimo per ciascuna specie?

Soluzione Esercizio: Se z,, 2, z. sono le quantita di bulbi cercate
allora
(2a 2 2 )=

o 0 0 2 0 0
(1/4 1/2 1)-[(2/3)(8 :%b z0)—5—(1/4)( (OJ ng 82 )]

Esercizio 3.5.16 Considerare 'insieme di generatori B C R?3 che
appare nell’Esempio 3.2.1 e dimostrare che ¢ una base.
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Soluzione Esercizio: Nell’esempio 3.2.1 si dimostra che
B = {E11, E1s, E13, Eo1, Eg, Es};

ove E;; & la matrice avente tutti gli elementi nulli tranne a;; = 1, € un in-
sieme di generatori per R?2. Rimane quindi da verificare che gli elemen-
ti di B sono linearmente indipendenti. Consideriamo la combinazione
lineare:

a11 B +a12FE12 + - -+ agsEas = O

a a a
O— 1 Gz 013 )
Ga21 Q22 Q23
e quindi ogni a;; = 0, e gli E;; risultano linearmente indipendenti e,
quindi, una base.

avremao:

Esercizio 3.5.17 In generale, qual & la dimensione dello spazio vettoriale
R™ ™7

Soluzione Esercizio: Procedendo come nell’esercizio precedente, si
puo dimostrare che l'insieme

B= {E117E127~'-,Elnw",EmlvEm27~"7Emn}

¢ una base per R™"™, che quindi ha dimensione mn.

Esercizio 3.5.18 Stabilire se una delle seguenti matrici puo essere scrit-

ta come combinazione lineare delle altre due: A = ( 1 ), B =

2 1
1 0 4 1
(b2)e=(51)
Soluzione Esercizio: L’uguaglianza che vorremmo essere verificata

\ - B . a «a g0 _
¢ la seguate: ad + B = vC. Quindi < 20 > + ( 0 28 ) -

@
( a2—;,6’ o fQﬁ > = < 4813 z > . Affinché C sia una combinazione
lineare di A e B occorre che le due matrici dell’ultima uguaglianza siano
uguali termine a termine. Osservando gli elementi di posto (2,1) ed
(1,2) si vede che in un caso o = 7y e nell’altro o« = 4. Cosa che sarebbe
possibile solo se &« = v = 0. Ma questo vorrebbe dire che B = 0.
Essendo B # 0si ha che anche 8 = 0. Quindi, essendo («a, 8,7) = (0,0,0)
I'unica soluzione possibile del sistema, significa che A, B e C' non possono
essere I'una combinazione lineare delle altre.

Esercizio 3.5.19 Considerare lo spazio vettoriale (R*3, +,.) e trovarne

una base. Piu in generale, qual ¢ la dimensione dello spazio vettoriale
R™m?



Soluzione Esercizio: Ad esempio una base di (R?3,+,-) &
100 0 1 0 0 01
0 00/’\ 0O O0OO0O)’\ 00 O0)"
0 0 0 000 0 00
10 0/)’\0 1 0/°\0 01 ’

Quindi la dimensione di (R™", 4+, ) & mn.
Esercizio 3.5.20 Date le matrici quadrate A e B dello stesso ordine, ¢
vero che A2 — B2 = (A—- B)(A+ B)?

Soluzione Esercizio: Svolgiamo il prodotto (A — B)(A + B) =
AA+ AB— BA— BB. Quindi visto che il prodotto tra matrici in generale
non & commutativo in generale non & vero A2 — B2 = (A — B)(A + B).

Esercizio 3.5.21 Siano

a=(1a)m= (A1) e=(5 )

Calcolare: 2A — B, 3A+ 2B —4C, —2A+ B+ 2C — 2B,
3B+ 2(2A—-C)— (A+ B+ 20).

Risolvere, se possibile:
3X+2(A—X)+B+2(C+2X)=0,
4A+2(B+2X)—-3(C+ X +2A4) =0,
4(A+B+X)+4(-A—-B+X)-4A-B+X)=0.

Soluzione Esercizio:

0 1
02A—B—<3 1 >,

7 -3
¢ 3A+2B —4C = ( 0 o )

e 24+ B+2C—-2B= ( :‘51 zl)))

« 3B4+2024—C) — (A+B+2C) = ( _77 133 )
¢ 3X42(A-X)+B+2(C+2X) = 0= X = —2/5A—1/5B—2/5C,
¢ 4A+2(B+2X)—3(C+X +24)=0= X =24 — 2B 430,

e 4(A+B+X)+4(—-A—B+X)—4(A-B+X)=0=xz=A—B.
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Esercizio 3.5.22 Siano
1

0
1 1 1 1 2
SO e (4
10 0 1 0 0
Calcolare, quando possibile: AB, AC, BA, BC, (*A)B, (*C)A.

Soluzione Esercizio:

1 2 2
.AB:<1 1 2).

e AC, BA e (*C)A non sono possibile in quanto il numero delle
colonne della matrice di sinistra non coincide col numero delle righe
della matrice di destra.

1 -3
oBC(_l 0).

e (*A)B ¢ uguale ad AB in quanto A ¢ una matrice simmetrica.

Esercizio 3.5.23 Calcolare, se possibile, i seguenti prodotti: AB e BA

1 -1
dove:Az(? (1) _11>,B: -1 0
5 7
Soluzione Esercizio:
7 4
© AB = ( -4 -8 )
2 1 2
e BA = -3 -1 -1
22 5 =2
1 2 1 12
Esercizio 3.5.24 Siano A = , B = -1 1 |,C=
1 0 3 1 9

( (1) ? ) Verificare che A(BC) = (AB)C.

Soluzione Esercizio: In entrambi i casi otteniamo ( g 166 )
Esercizio 3.5.25 Mostrare che due matrici quadrate diagonali dello
stesso ordine commutano sempre, ossia per ogni A = (a; ), B = (b; ;) €
R™™ con a; ; = b; ; =0 se i # j si ha che AB = BA.

Soluzione Esercizio: Si ha che AB = C, con ¢;; = 0se i # j
e ¢; = ai;b;; e, analogamente, BA = D, con d;; = 0sei # j e
d;; = bia;,;. Quindi C = D.



Esercizio 3.5.26 Sia A =

o O Qe

0 0

b 0 con a,b,c € R tutti distinti.
0 ¢

B,3x3

Determinare tutte le matrici reali , che commutano con A, ossia,

tali che AB = BA.

Soluzione Esercizio: Osserviamo innanzitutto che per computer
Ty X2 I3
con A deve essere una matrice 3 x 3, sia dunque Y1 Y2 Y3 la
z1 z9 z3
matrice cercata.
Abbiamo che
ary arg axrs
AB = byr by bys

CzZ1 CZ9 CzZ3

mentre
ary bxrs cxs
BA=| ay1 bys cys
az1 bz cz3

L’unica possibilita affinché le due matrici siano uguali con a, b, ¢ tutti

distinti € ¥ = 23 = y3 = y1 = 21 = 29 = 0. Dunque la matrice
I 0 0

cercata sara della forma: 0 wy2 0 |]. Dunque a commutare con
0 0 z3

la matrice data sono tutte le matrici diagonali.

Esercizio 3.5.27 Sia A = ( 0 1

L1 ) e sia B una matrice tale che AB =

BA. Dimostrare che esistono h, k € R tale che B = hl + < 8 g )

Soluzione Esercizio: La matrice B per commutare con A deve
essere una 2 x 2. Sia B = ( T]:l 7]“2 > Ora AB — < h4+m k+n >,

m n
mentre BA = ho htk > Dunque affinché AB = BA deve essere
m m-+n
verificato il seguente sistema
h+m=nh
k+n=h+k
m=m
m-4+n=n

Ora dalla prima equazione ricaviamo che m = 0 e dalla seconda che
n = h, mentre la terza e ininfluente, e I'ultima avendo gia posto m =0 &

anch’essa ininfluente. Quindi B & della forma ( g : > come richiesto.
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1 0 a
Esercizio 3.5.28 Sia A= 0 1 0 con a € R. Calcolare A™ per
0 01
ogni numero naturale n.
Soluzione Esercizio:
1 0 na
A"=1 0 1 0
0 0 1

Sia
a11,;m @12n A13n
A" = a21,n 0A22n A23n
a31n A3,2n A33n

Osserviamo che gli elementi a; ; », con ¢ = 1,2, 3 sono uguali ad 1 per ogni
n in quanto a;; , si ottiene moltiplicando la riga ¢-esima della matrice
A" ! per la colonna i-esima, della matrice A. Ora, comunque sia fatta la
1
matrice A1, la colonna i-esima della matrice Asardo [ 0 | sei=1,
0
0 a
o) 1 se i = 2, oppure 0 se i = 3. Ora per ogni i = 1,2,3
0 1
si avra che a;;, = @i;in—1, ed essendo a;;1 = 1 si avra sempre che
ai;n = 1. Quindi gli elementi sulla diagonali di A™ sono tutti 1.
Analogamente si puo vedere che elementi fuori dalla diagonale diversi da
a1,3,, son tutti nulli.
Consideriamo ora aj 3, esso ¢ il prodotto tra la prima riga di A"~!
per la terza colonna di A dunque a1,1,-1-@¢+a12p-1 -0+ a1 3p—1-1.
Abbiamo poco fa dimostrato che a; ;,; =1 per ogni ¢ quindi

a1,3n =0+ a13n—1- (3.1)

Quindi a; 32 = 2a, a1,3,3 = 3a e cosi via. Per avere una dimostrazione
rigorosa del fatto che a; 3, = na possiamo procedere per induzione. Il
passo n = 1 & ovvio. Supponiamo che a13,-1 = (n — 1)a e da (3.1) si
deduce banalmente che a; 3, = na.

Esercizio 3.5.29 Dimostrare che se A € R33 ¢ una matrice che com-
muta con ogni matrice B € R%3, allora necessariamente A ¢ un multiplo
dell’identita.

Soluzione Esercizio: Sia A = (a;;), =123 la matrice cercata e sia

B = (bi,j)i,j=17273. L’ipotesi ¢ AB = BA per ogni B € R*3 e quindi

per ogni b; ; € R con 4,5 = 1,2,3. Se svolgiamo i due prodotti troviamo
3 3

che AB = (Zk:l aikbkj)i’j:LQQ mentre BA = (Zk:l bikakj)iyjzl’zg.

Uguagliando termine a termine troviamo che a;xbr; = b;par; per ogni

bij, Vi,k,7 = 1,2,3. Si tratta di un sistema lineare con 9 equazioni



11

(ottenute al variare dii e j tra 1 e 3) in 9 incognite (le a; ;). Osserviamo
due equazioni “tipo” (le altre 7 saranno tutte analoghe o all’'una o al-
laltra), quella ottenuta dall’uguagliare 1’elemento di posto (1,1) di AB
con quello del medesimo posto di BA (vedi sotto equazione (3.2) e quel-
la ottenuta uguagliando 1’elemento di posto (1,2) (vedi sotto equazione
(3.3):

a1,1b1,1 +ar b1 +ai3b3 = by 1a11 +bioazy +bizas;, (3.2)

a1,1012 + a12b20 +a1,3b32 = by 1012 + b1 2a2 2 + by 3a30. (3.3)

L’equazione (3.2) diventa aj 2ba 1+ a1 3b3 1 = b1 2621 +b1 3031 (nella
(3.3) invece non ¢ possibile fare alcuna semplificazione). La semplifica-
zione del termine a;;b;; si verifica ogni volta che in una equazione di
quelle nove di cui sopra appaiono termini coi due elementi del pedice
uguali, ossia ogni volta che appaiono termini sulla diagonale. Il che fa
osservare che ai termini della diagonale di A non verra imposto nulla
da queste equazioni ed essi saranno quindi liberi di variare in tutto R.
Per gli altri termini invece dovranno essere verificate le equazioni di cui
sopra per ogni valore reale di b; ;, il che ¢ ovviamente possibile solo se
gli elementi a; ; = 0 per ogni i # j. Queste ultime due osservazioni
permettono di concludere che A puo essere solo una matrice diagonale.

Esercizio 3.5.30 Trovare due matrici quadrate A e B non nulle e diverse
Soluzione Esercizio: Ad esempio

tra loro tali che AB = O.
1 0 0
a=(o0) 2=(5 1)

Esercizio 3.5.31 Sia data la matrice quadrata A =

_= O

0 1 .
kol ) Dire, al
variare di k, se esiste una matrice B tale che AB = I.

Soluzione Esercizio: Dovremo avere:

ko1 bo1 b2 kbir + b1 kbig + bz 01
quindi le = 1, bgg = 0, da cui, se k 7é 0: b11 =1 b12 =
la matrice B (inversa di A) non esiste.

Esercizio 3.5.32 E vero che se A &€ una matrice di rango massimo allora
anche A +*A ha rango massimo?

Soluzione Esercizio: No, ad esempio sia A = < bl ) Essa ha

1 0

. <t 1 1 .
chiaramente rango 2. La sua trasposta sara ‘A = 10 ) Quindi
2 0

tA—
A+A—<O 0

) che ha rango 1.
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Esercizio 3.5.33 * Ricordiamo che una matrice si dice idempotente se
A? = A. Dimostrare che se A e B sono due matrici tali che AB = A e
BA = B allora A e B sono idempotenti.

Soluzione Esercizio: Vedi libro.

Esercizio 3.5.34 Sia A una matrice m X n e sia B una matrice n X p.
Dimostrare che *(AB) = (*B)(*A).

Soluzione Esercizio: Siano A = (a; j)i=1,...m,j=1,..n €
B = (bij)i=1,..nj=1,...p-
Dunque AB = (3°7_; @ikbrj)i=1,..m.j=1,....ps
percid ‘(AB) = (35 _; jkbr,i)j=1,....p,i=1,...m-
Ora'B = (bji)j=1,..pi=1,.n€"A=(a;i)j=1,. ni=1,.m,dacui (‘B)(*A) =
(Cpey bk i) j=1, . pii=1,...m-

Esercizio 3.5.35 Mostrare che per ogni coppia di matrici vale la se-
guente uguaglianza:
A+ B)="A+'B.

Soluzione Esercizio: Sia A = (a;;) e B = (b;;); avremo allora che
A —+ B = (aij —+ bij)a e quindi t(A —+ B) = (aji =+ bﬂ) —t A +t B

Esercizio 3.5.36* Sia data la matrice quadrata A = ( é } ) De-

terminare, al variare di n, la matrice A™. Determinare, se possibile, la
matrice A~! e, se tale matrice esiste, verificare che (A")~1 = (A~1H)".

0 1
induzione: per n = 1 laffermazione & banalmente vera. Supponiamo
che la cosa sia vera per n > 1 e mostriamo che allora e vera per n + 1.
Avremo:

11 1 n 1 n+1
n+1 __ n __ _
wrear= (g 1) (0 1)=(0 ")

e la dimostrazione & completa.
Con il metodo della doppia eliminazione di Gauss si pu0 ricavare

(A~
1n|10_>10|1—n
01 |01 010 1

TR A S 1)
quindi (A™) <O 1)

Soluzione Esercizio: Vogliamo vedere che A" = ( Lo ) Per

Esercizio 3.5.37 Date due matrici quadrate A e B dello stesso ordine,
¢ vero che A2 — B? = (A — B)(A+ B)?
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Soluzione Esercizio: Si avra :
(A—B)(A+B)=A?>+ AB — BA — B?

e poiché non & detto che AB = BA, in generale 'uguaglianza non sara
verificata (ad esempio se A, B sono quelle del prossimo esercizio).

Esercizio 3.5.38 Fare un esempio di due matrici quadrate 4, B € R33
tali che AB # BA.

Soluzione Esercizio: Ad esempio siano:

110 111
A=[o0 1 1|, B=[1 0 0
0 0 100

avremao:
2 1 1 121
AB=(2 0 o|, BA=[|1 1 0
000 110

Esercizio 3.5.39*% Sia data la matrice quadrata A = ( } } ) De-

terminare, al variare di n, la matrice A™. Determinare, se possibile, la
matrice A=! e, se tale matrice esiste, verificare che (A")™1 = (A=1H)".

27171 2n71

Soluzione Esercizio: Vogliamo vedere che A™ = on-1 9n-1 >

Per induzione: per n = 1 I'affermazione € banalmente vera. Supponiamo

che la cosa sia vera per n > 1 e mostriamo che allora & vera per n + 1.
Avremo:

n n 1 1 2n—1 2n—1 on 9gn
A+1AA(1 1>(2n—1 2n—1)(2n 2n>'

e la dimostrazione € completa.
Notiamo poi che A ha rango 1 (e lo stesso ogni A™), quindi non &
invertibile.

Esercizio 3.5.40 Una matrice quadrata A = (a; ;)i j=1,..n si dice
antisimmetrica se a; ; = —a;; per ogni ¢ = 1,...,n. Dimostrare che:

1. Gli elementi sulla diagonale principale di una matrice antisimme-
trica sono tutti nulli;

2. A & antisimmetrica se e solo se A = —A.

Soluzione Esercizio:

1. Gli elementi sulla diagonale principale di una matrice antisimme-
trica sono tutti nulli, in quanto devono verificare a; ; = —a; ;.

)

2. A & antisimmetrica se e solo se ‘A = —A. Questo segue imme-
diatamente dal fatto che *A = (a;;), quindi ‘A = —A se e solo se
Qij = —aj

71’.



